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INTRODUCCION
Descripción del problema estocástico
La idea es responder la pregunta ¿cuál es la media y la varianza de la posición de la partícula 
respecto del punto de partida? Consideremos el recorrido aleatorio de una partícula que parte 
de un punto inicial que denotaremos con 0X y que se desplaza por etapas o pasos unitarios 
hacia la derecha o hacia la izquierda. Sus posibles localizaciones son el conjunto de los 
números enteros a los que llamaremos estados o espacio de estados. Si representamos con la
variable aleatoria nX su posición en el instante n-ésimo. Matemáticamente y desde el punto de 
vista estocástico, el recorrido aleatorio está representado por una sucesión de variables 
aleatorias nX con 
+∈Nn y se denomina proceso estocástico de tiempo discreto. La sucesión 
{ }NnX n ε, forma infinitas secuencias ,......, 10 XX con ZX i ∈ .Es decir si la partícula inicia su 
recorrido en el estado 0, al siguiente tiempo la partícula puede pasar a la posición +1 con 
probabilidad p o a la posición -1 con probabilidad q , con 1=+ qp . Su trayectoria es un 
camino zigzagueante del tipo de la representación de la figura 1.
Figura 1
Una formulación disciplinar habitual es la siguiente. Si nξ es el n-ésimo paso o desplazamiento 
de la partícula 
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nξ
( ) ( )11 qPpP nn =−=∧=+= ξξ
Siendo las nξ variables aleatorias independientes y p+q=1. Como denotamos 0X su posición 
inicial, la posición en el instante n (es decir, tras n pasos) es:
                                        nn XX ξξ +++= 10                                                         (1)
n
nX
208 Ciencias Básicas
5º Jornadas ITE - 2019 - Facultad de Ingeniería - UNLP
De hecho 0XX n − es una suma de variables aleatorias independientes de Bernoulli.
Si la partícula da sólo k pasos y queremos responder la pregunta: ¿Cuál es la media y la 
varianza de la posición de la partícula respecto del punto de partida?
Supondremos primeramente que 00 =X , es decir que la partícula parte del origen de 
coordenadas. Es claro que si la partícula puede dar sólo k pasos en total la posición final de la 
partícula puede llegar a una distancia máxima de k unidades a la izquierda o a la derecha. Ya 
que 00 =X por lo tanto sustituyendo en (1)  n por k, la posición de la partícula después de K
pasos se puede expresar  con la variable aleatoria kX :
kkX ξξ ++= 1
Luego la posición esperada respecto del punto de partida se podría calcular usando la 
propiedad lineal de la esperanza: )()()( 1 kk EEXE ξξ ++=  donde:   
qpXPXPE iii −=−=−== )1()1()(ξ { }ki ,,2,1 ∈∀                                                           (2)
Por lo tanto:              )()( qpkXE k −=
Del mismo modo se puede calcular varianza de la posición respecto del punto de partida:
)()()()( 11 kkk VVVXV ξξξξ ++=++=  (por ser las variables aleatorias iξ
independientes)  y como:
pqqpqpqpV i 4)(1)()()(
22 =−+=−++=ξ para todo iξ                                       (3)
Por lo tanto pqkXV k 4)( =
Para el caso particular que p=q=1/2 (caminata aleatoria simétrica)  obtenemos 0)( =kXE y
kXV k =)( .
Si consideramos 00 ≠= yX , es decir que la partícula no parte del origen de coordenadas, la 
posición de la partícula después de K pasos se puede expresar  con la variable aleatoria kX :
      
kk yX ξξ +++= 1
Luego la posición esperada respecto del punto de partida se podría calcular usando la 
propiedad lineal de la esperanza,
                                              )()()( 1 kk EEyXE ξξ +++= 
Por (2)                                  )()( qpkyXE k −+=
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)()()()( 110 kkk VVXVXV ξξξξ ++=+++=  Esto es por ser las variables aleatorias iξ
independientes, además como la varianza es invariante por traslación y usando el resultado (3). 
Luego pqkXV k 4)( = .
Descripción matricial del problema
Llamaremos matriz de transición a una matriz estocástica P ∈ Mnxn (conjunto de matrices de n 
filas y n columnas) que cumple con las siguientes condiciones,
{ }
{ } 1,,...2,1)2
0,,...2,1,)1
p
1j
=∈∀
≥∈∀
∑
=
ij
ij
pni
pnji
Sea nX la posición de una partícula en el instante n y  definamos { }n21 E,,E,E =I , donde I
puede ser un conjunto finito o infinito de enteros. En el esquema de una partícula móvil I
representa el conjunto de estados o posiciones de la partícula en cada instante. Definiremos los 
elementos de la matriz P como: ( ) ( )i0j1i1j EEEE ====== − XXPXXPp nnij es decir en 
términos de probabilidad el elemento ijp lo interpretaremos como la probabilidad de que la 
partícula pase del estado i, en el paso n-1, al estado j, en el paso n. Como vemos estas 
probabilidades son independientes de n,  lo que llamaremos homogeneidad temporal de las 
probabilidades de transición (Kai Lai Chung, 1983, p.295).
Se podría demostrar que el proceso estocástico del movimiento de la partícula se puede 
modelar  mediante un sistema de ecuaciones en diferencias, Puu nn 1−= 1≥∀n , donde P, es 
una matriz estocástica de transición (Feller, 1991). Cada (=nu nu1
nu2 …..
n
nu ) es un vector fila 
que llamaremos vector de probabilidades absolutas y cada una de sus componentes niu con 
{ }ni ,...2,1∈ , representa la probabilidad (incondicional) de que el proceso se encuentre en  cada 
estado luego del tiempo n, es decir )E( i== n
n
i XPu . En particular, si la partícula parte del 
estado fijo hE , el vector fila u
0 tiene componentes: 10 =hu .
y hju j ≠∀= 0
0 con { }nj ,...2,1∈ .
Luego:    Puu 01 =
              22012 PuPPuPuu ===
En general, por inducción, considerando P0 = I, se obtiene:
               nn Puu 0=
Los elementos de un por lo tanto son: jin
n
j
j
n
i puu ∑
=
=
1
0 { }ni ,...2,1∈∀           (Feller, 1991,p.384).
La matriz nP es también una matriz estocástica y sus elementos se definen como: 
( )i0j EE === XXPp nijn { }nji ,...2,1, ∈∀ (Kai Lai Chung, 1983, p.297).
Además si la partícula parte del estado hE Los elementos de u
n coinciden con los elementos de 
la fila h de nP además ))E(),......E(( n1 === nn
n XpXpu                     (Feller, 1991,p.384). 
Luego para calcular la esperanza y la varianza de la posición de la partícula después de n 
pasos, se deben efectuar los siguientes cálculos:
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∑∑
∈∈
×==×=
Ii
n
i
Ii
nn uXpXE iii E)E(E)(
∑ ∑
∈ ∈
×==×=
Ii Ii
n
inn uXpXE
2
ii
2
i
2 E)E(E)(
−= )()( 2nn XEXV
2))(( nXE
EJEMPLO 1
Supongamos que la partícula parte  inicialmente del origen de coordenadas, es decir 00 =X y
se mueve aleatoriamente, de a un paso por vez, hacia la izquierda con probabilidad q o hacia la 
derecha con probabilidad  p. Supongamos además que p+q=1. Es claro que si la partícula 
puede dar sólo k pasos en total  la posición final de la misma puede llegar a una distancia 
máxima de k unidades a la izquierda o a la derecha. En este proceso la partícula cambia de un 
estado a otro en dos tiempos consecutivos de acuerdo con las probabilidades de transición que 
se muestran en la Figura 2 válidas para cualquier n y para cualesquiera enteros i y j.
                 
                                                                   
A modo de ejemplo consideremos el problema de la partícula móvil para el caso particular en 
que la misma puede dar sólo dos pasos en total, es decir  2=k y  además supongamos 
00 =X . Luego las posiciones o estados intermedios que puede ir ocupando la partícula a 
medida que se desplaza en cada instante  las denotamos con:
{ } { }54321 E,E,E,E,E2,1,0,1,2 =++−−=I .
Por lo tanto la matriz estocástica de transición toma el aspecto:         
















=
10000
000
000
000
00001
pq
pq
pq
P
En cada uno de los estados E2, E3, E4 las transiciones son posibles a cada uno de los estados 
de la derecha y de la izquierda (con pp ii =+ )1( y qp ii =− )1( ). Sin embargo, no hay ninguna 
transición posible desde E1 o E5 hasta ningún otro estado, el sistema puede moverse de un 
estado a otro pero una vez que llega a E1 o E5, la partícula no se mueve más (Estados 
absorbentes).
Además elegimos como distribución  inicial de partida de la partícula al vector: ( )0,0,1,0,00 =u
ya que la partícula parte del 0, que corresponde a E3.
Luego obtenemos:  u2 = u0 P2   
          
q 
-k  -2  -1    0 +1 +2 +k 
  p 
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Siendo,               
















=
10000
00
020
00
00001
2
22
2
2
ppqq
ppqq
ppqq
P
y cómo ( )0,0,1,0,00 =u ( )222 ,0),2(,0, ppqqu =⇒
Como vemos ( )222 ,0),2(,0. ppqqu = coincide con la fila central de la matriz P2 y como u2 es 
un vector fila en el que cada una de sus componentes representan las probabilidades de que el 
proceso se encuentre en  cada estado I∈iE luego de dos pasos,
Tenemos que, )E( i2
2 == Xpui { }54321 ,,,,i∈∀
Para poder responder la pregunta de interés ¿Cuál es la media y la varianza de la posición de 
la partícula respecto del punto de partida?, debemos realizar los siguientes cálculos:
)(2)(222)3()E()( 2222
5
1
2
i22 pqpqpquiXpiXE
i
i
Ii
−=−=×+×−=×−==×= ∑∑
=∈
)(444)3()E()( 2222
5
1
22
i2
22
2 pqpquiXpiXE
i
i
Ii
+=×+×=×−==×= ∑∑
=∈
Y como −= )()( 222 XEXV )( 2
2 XE ,
Luego  pqpqpqXV 8)(4)(4)( 2222 =−−+=
Si consideramos que 00 ≠= yX . Luego el  conjunto de estados o posiciones que puede 
ocupar la partícula paso a paso es: { }2,1,,1,2 ++−−= yyyyyI y la matriz estocástica de 
transición P sería la misma que cuando 00 =X . Elegimos como distribución  inicial de partida 
de la partícula al vector: ( )0,0,1,0,00 =u ya que la partícula parte de 00 ≠= yX , que 
corresponde también a la tercera fila de la matriz P de transición.  Si { }2,1,0,1,2 ++−−=H ,
luego
2
3)()( +
∈
×+=∑ i
Hi
K uyiXE =
22 )2()2()2( pyqpyqy ×++×+×+−  ya  que ( )222 ,0),2(,0. ppqqu =
2
3
22 )()( +
∈
×+=∑ i
Hi
K uyiXE =
22222 )2()2()2( pyqpyqy ×++×+×+−
Y luego: −= )()( 2KK XEXV )(
2
KXE
Para el caso, p=1/2 y q=1/2 por ejemplo se puede obtener yXE K =)( 2)( =KXV
CONCLUSIONES
Esta propuesta nos parece oportuna para alumnos que estén cursando probabilidades como 
una aplicación de las operaciones con matrices que están estudiando paralelamente en
Matemática C.
Este trabajo nos parece importante ya que desde la perspectiva de las teorías didácticas de la 
enseñanza, Duval (1998) sostiene que para la comprensión de un concepto es necesario 
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coordinar al menos dos registros de representación y que la coordinación no se da 
espontáneamente en los sujetos, se les debe proponer tareas específicas que las favorezcan.
Para responder la pregunta: ¿cuál es el número medio de retornos de la partícula al punto de 
partida?, la propuesta didáctica se podría desarrollar de un modo similar.
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